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On the Theory of NMR-Spectra of Symmetrical Spin System with Arbitrary Spin 1

In this paper a group theoretical method for the determination of the optimal factorization of the

Hamiltonian matrix is presented.

A. Alligemeine Theorie

1. Problemstellung

Gegeben sei ein Spinsystem aus /N Kernen mit je-
weiligem Spin I, wobei  halb- oder ganzzahlig sein
kann. Ferner sei H der dem System zugeordnete
Hamilton-Operator mit
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und Gy die Symmetriegruppe von H, sowie Iy die
zu Gp isomorphe Gruppe von Kernpermutationen
Py, die H invariant lassen. Der Definitionsbereich
Dy des Operators H ist ein (27 + 1)"-dimensionaler
Vektorraum J iiber dem Korper der komplexen
Zahlen, der durch (2 7+ l)N Basisvektoren der Form

Sy Sma + -+ Smy, (1)

mit mje {-I, —I+1,...,1-1,I} aufgespannt
wird. Auf diese Produktbasis {®;} bezogen, wird
der Operator H durch eine hermitesche Matrix dar-
gestellt, die i. allg. nicht optimal faktorisiert ist.
Analog der in ! fiir Spinsysteme mit / = 1/2 gefiihr-
ten Argumentation besteht das Problem der optima-
len Faktorisierung der Hamilton-Matrix in der Aus-
reduktion der durch den Totalspin mr charakteri-
sierten Darstellungen 1",

2. Konstruktion und Ausreduktion
der Darstellungen I")

Ordnet man die Produktbasis {®;} in der Weise,
daB man in jeder Zeile des nachstehenden Schemas
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jeweils nur Basisfunktionen mit gleichem mg
(—NI< mp < NI) stehen, so liefern die in einer
Zeile stehenden Basisfunktionen @, einen Dar-
stellungsraum 7”7 einer i. allg. reduziblen Darstel-
lung I'™) von Gp, was man genauso beweist, wie
s L
in 1.

Die Ausreduktion von I'™ verlangt die Bestim-
mung der Charaktere 7 (R) von Py € IIy. Dazun
zerlegt man die Permutation Pp in elementfremde
Zyklen mit der Zyklenldnge
M=y, do=po—pys «ovs dp=pr—phr_q,

d. h., Pg besitzt eine Zyklenstruktur der Gestalt
PR= (t1a °~°1tul) (t/q-\\-la .. -7tug)
sos (B #1g sooobi)y

wobei die ¢; € I N} sind.

Kurze Schreibweise:

M~

Li=N.

PR= (113}"29---9;7)3
i=1
Wie in ! ausgefiihrt, liefern nur Basisfunktionen,
die eine entsprechende Zyklenstruktur wie Pg be-
sitzen, d. h. von der Gestalt
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mitm; € { — 1, ..., I} sind, einen Beitrag zu ™ (R),
und zwar jeweils von 1. Die Bestimmung der Anzahl
dieser gegeniiber Py invariant bleibenden Basisfunk-
tionen ist dquivalent mit einem kombinatorischen
Problem, nidmlich der Bestimmung der Anzahl der
verschiedenen N-Tupel aus nicht notwendigerweise
verschiedenen Zahlen m; € { —1,...,I} zu vorgege-
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N
bener Quersumme mTz.Zl mj, wobei die N-Tupel
noch die zusatzliche Bedilngung erfiillen, daf} sie in-
variant gegeniiber der Permutation Py sind.

Die Losung dieses Problems erfolgt durch Kon-
struktion der erzeugenden Funktionen; bez. dieses
Begriffes in der additiven Zahlentheorie vgl. man 2.
FafBt man die sy, als reelle Variable auf, so liefert
der folgende Satz die Anzahl der invariant bleiben-
den Basisfunktionen.

Satz 1: Der Charakter 7™ (R) von Pp= (1,
..., 7;) in der Darstellung I' ist gleich der

Summe der Koeffizienten von s,,...s,, mit
N
> mj=my in dem Polynom
j=1
i ) . !
PA\'(S-I’---,SIQR)=HI<_§SI,‘;">- (3)
ol \j o

Auf den einfachen Beweis, der durch Ausmultiplizie-
ren der rechten Seite von (3) und Vergleich mit dem
Schema (2) erfolgt, sei verzichtet.

Die Bestimmung des Charakters x”)(R) aus
Formel (3) hat den Nachteil, dafl man erst das Poly-
nom direkt ausrechnen mufl und dann alle Koeffi-
zienten aufzusummieren hat, die zu Produkten
Smy -+« S mit gleichem my= > m; gehoren. Das
folgende Verfahren liefert eine weitaus einfachere
Berechnungsmaoglichkeit von 7™ (R).

Die Abbildung 7 mit 7(s;) =27 ist bijektiv und
hat aullerdem die Eigenschaft, daf}

T(Sj) 7(s) :T(de;) (4)

ist. Durch Ersetzen von s; durch 27 geht das Poly
nom P} der 27+ 1 Verinderlichen s; in eine Funk-
tion F(z; R) von nur einer Veranderlichen iber mit

y=1
=(z a2ty (@ Tl 4l )
=x—(11+1:+---+1,,')1 (1 +x21+'..+x21/1,)
coi(L b4, 4 2214)
=z"N¥IPy(x; R).

Satz 2: Der Charakter y™0(R) von Pp= (14,

.., 4,;) in der Darstellung I"™ ist gleich dem Ko-

effizienten von 2* mit k=NI—mt * in dem Poly-
nom

> ). (5)

gi=

Py R) =11

r=1

* Aus Symmetriegriinden haben 2% mit k=N I4+mT und k=
N I—m7 denselben Koeffizienten.

H. Kleindienst

Beweis: Durch die Eigenschaft (4) wird gewihr-
leistet, daf} alle Produkte s, .. .8, mit gleichem
N
mp= > m; durch die Abbildung 7 auf dieselbe Po-
i=1
tenz von x, namlich 2™ abgebildet werden.

3. Berechnung der Charaktere 3 (R)
in I'0m1)

(i) R=E: Der Charakter " (E) liefert offen-
sichtlich die Dimension des Darstellungsraumes V1),
da alle Funktionen aus V1) beziigl. der Permuta-
tion Pg invariant bleiben. Wegen Pp= (1,...,1),
d. h.

M=As=...0y=1
folgt
Nofor 21 \N (] _2I+1\N
Py B =T1( 32) = (32) - |
v=1\1=0 =0 \ 1-x
Potenzreihenentwicklung von
1 . < (N—l-y_r)rrz S (N-l-f—a")xr
(1-2)¥ 5o » =0\ N-1

und der Binomische Lehrsatz fir

X N\
(1_1.214-1)]\1:: (_1)1{( >I\‘_’1+1)_u
u=0 u

liefern analog zu der Beweisfithrung in 1

) (E) = 3 ,t(f\’)’N~1+k—<21+1>,u
7" (E) _,,ZO(_I)‘ ¥ ( N-1 )
mit k=N I—my. Man beachte: Ist u>k/(21+1),
so ist der zweite Faktor Null!

Damit ist zugleich ein Beweis einer in ? angegebe-
nen Formel zur Berechnung der Intensitat von Hy-
perfeinstrukturlinien gefiihrt.

(i) Es sei R"=F mit R€ Gy . Ferner sei p die
Anzahl der Einerzyklen, d. h. die Anzahl der Kerne,
die gegeniiber R fix bleiben, g die Anzahl der Zyklen
der Linge n>1, dann ist mit p+ng=N

Py(x; R) = ( S xf)"( S o )

i=0

il 71‘2“1 P[] _p2nl+l\a
_( 1-x )( 12" > (6)
Mit Hilfe von Reihenentwicklung und obiger Schluf3-
weise konnte man auch in diesem Fall einen explizi-
ten Ausdruck fiir 77 (R) herleiten. Fiir nicht zu
grofle N und [ ist es aber zweckméfiger, das Poly-
nom Py (z: R) direkt auszurechnen und den Charak-
ter ) (R) aus den Koeffizienten zu entnehmen.

3
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Da alle Permutationen mit der gleichen Zyklen-
struktur eine Klasse konjugierter Elemente bilden,
ist der Charakter fir diese derselbe. Die Bestimmung
der in I'”) vorkommenden IR’s (irreduzible Dar-
stellungen) 1aft sich jetzt leicht mit Hilfe der Formel

1
(mr) __ ) (O ST (.
% (ord G ) gg(] 2" (Cy) (G (T)

vornehmen; beziigl. der Bezeichnungen siehe 1.

i

B. Anwendungen

1. Spinsysteme mit symmetrisch dquivalenten Kernen
und beliebigem Spin I

An dem Spinsystem [[A],X], (Csy), wie es z. B.
in Cyclobuten-dg vorliegt, sei die optimale Faktori-
sierung der Hamilton-Matrix demonstriert. Man be-
trachtet zunéchst das A- bzw. X-System fiir sich und
reduziert das so erhaltene [A],- bzw. [X],-System
beziigl. der Gruppe Co, aus. Mit Hilfe der direkten
Produkte erhélt man dann Anzahl der Typ der ge-
suchten IR’s, wie in * bewiesen. Die Gruppe Cs, hat
vier Klassen konjugierter Elemente, wie man aus
der Charakterentafel

Tab. 1 dargestellten IR’s. Fiir negatives mr ist die
Tabelle symmetrisch zu my =0 zu ergénzen.

Tab. 1. Anzahl und Typ, der in einem [A],-System mit Spin
I=1 vorkommenden IR’s.

I'[mr 4 3 2 1 0
A 1 1 4 4 7
A, 1 2 4 4
B, 1 2 4 4
B, 1 2 4 4

b) Reduktion des [X],-Systems: Aus (6) ergibt
sich mit N=2 und /=1
(i) R=E oder oy,
Py(x;E) = (1 +2+2%)2=1+224+32>+...;
(ii) R=C, oder o,
Py(z;Cy) =1 +22 424,
Mit Hilfe von (7) erhalt man sofort Tabelle 2.

Tab. 2. Anzahl und Typ, der in einem [X],-System mit Spin
I=1 vorkommenden IR’s.

I'/mt 2 1 0
A, 1 1 2
A,
B, 1 1
B,

C2S E C-g Oy Oy

A, 1 1 1 1

A, 1 1 —1 —1

B, 1 —1 1 -1

B, 1 —1 =1 1
entnimmt.

a) Reduktion des [A],-Systems: Es geniigt nur
zwei Polynome zu berechnen, da alle zweizdhligen
Symmetrieoperationen C,, oy, 0, wegen gleicher
Zyklenstruktur — die Anzahl der fix bleibenden
Kerne ist Null — denselben Charakter liefern. Fer-
ner kann man sich auf mp=NI—-k=4—-k=>0,
d. h. auf 0 < k < 4 beschrinken, da mp und —myp
dieselben Darstellungen liefern. Aus (6) ergibt sich
mit N=4 und I=1

(i) R=E; p=4, ¢=0, n=1,
Py(z; E) = (1 +z +2%)*

=14+42+1022+1623+1924+...;

(il) R=C,, o, oder 6,"; p=0, g=2, n=2,
Py(z;Co) =(1+2®+2%)2=14+222432%4+....
Damit lassen sich die Charaktere aus den Koeffizien-
ten sofort ablesen und unter Beriicksichtigung von
mp=NI—k erhdlt man mit Hilfe von (7) die in

Unter Beriicksichtigung der Regeln fiir direkte
Produkte, wie A; xA;=A; usw., die man fir die
Gruppe Cs; sofort aus der Charakterentafel ent-
nimmt, kann die Ausreduktion fiir das [[A], X],
(Csy) -System leicht vorgenommen werden. Das Er-
gebnis ist in Tab. 3 dargestellt, wobei fiir negatives
mr die Tabelle symmetrisch zu mp=0 zu erginzen
ist.

2. Spinsysteme mit symmetrisch dquivalenten
Gruppen

Enthélt ein Spinsystem symmetrisch dquivalente
Gruppe von Kernen, so tritt eine zusatzliche Faktori-
sierung der Sakulardeterminante ein. Der Hamilton-
Operator H kommutiert nicht nur mit der z-Kompo-
nente I, des Gesamtspindrehimpulses, sondern auch
mit dem Quadrat /s> des Spindrehimpulses, wobei S
eine Gruppe magn. dquivalenter Kerne ist5. Da so-
wohl H, I, wie Is® mit jedem Element R € Gy ver-
tauschbar ist 6, gibt es ein gemeinsames System von
Eigenfunktionen, das sich nach den IR’s der Sym-
metriegruppe Gy transformiert.

Um in diesem Fall die maximale Faktorisierung
zu erhalten, zerlegt man das Spinsystem in irredu-
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Tab. 3. Anzahl und Typ, der in einem [[A],X],-System vorkommenden IR’s, fiir Kerne mit I=1.

mp 6 5 4 3 2 1 0

maA'... 4 4 3 4 3 2 4 3 21 4 3 210 3 21 0-1 2 1 0-1 -2
mxx 2 1 2 012 —1 01 2 -2-1012 -2-101 2 -—-2-10 1 2
A 1 1 1 2 2 4 1 3 6 4 1 210 8 7 1 61211 4 4 818 8 4
A, 1 2 2 3 4 4 2 6 8 4 1 412 8 4 2 812 8 2
B, 11 1 2 2 1 3 6 4 2 8 8 4 1 61211 4 2 815 8 2
B, 1 2 2 3 4 4 2 6 8 4 1 412 8 4 2 812 8 2
zible Komponenten, wie es in 7 beschrieben ist, und 3. Spinsysteme mit nicht starrer Kernkonfiguration

reduziert diese Komponenten einzeln nach dem unter
Bl exerzierten Verfahren aus. Selbst bei Spinsyste-
men, die nur Kernen mit Spin I =1/2 besitzen, ist
die Behandlung von irreduziblen Komponenten mit
Spin I>1/2 nicht zu vermeiden, wie schon eines
der einfachsten Beispiele eines Spinsystems mit sym-
metrisch dquivalenten Gruppen von Kernen zeigt.
man vgl. auch 7.

Beispiel: [A,X],-System
A2A2’XXI = AlAI,XueX!/g' +2 AIAO’X%XV;

+ AOAO,X%X:/,'.
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